Ejercicios de Analisis Matematico
Desigualdades y funciones elementales - Soluciones

1. Calcula para qué valores dec R se verifica la siguiente desigualdad.

X2 —4x—2 -0
x3+1 '

Solucién.Sabemos que al multiplicar una desigualdad por un nimertveose obtiene otra desigual-
dad equivalente a la dada. Por tanta gib son nimeros reales can# 0, tenemos que:

a a o
b >0<— bb =ab>0.

En consecuencia, la desigualdad del enunciado es equivalen
h(x) = (% —4x—2)(x*+1) > 0.

Comoh es una funcién polinémica, sabemos que sus ratieerminan intervalos en donde la funcién
es siempre positiva o siempre negatiBvidentemente, las raices kleon las soluciones de alguna de
las ecuaciones

X2 —4x—2=0, XX +1=0.

Las soluciones de la primera ecuacion son:

SV o e -t o

La segunda ecuacidn tiene una solucion evidente;- 1. Dividiendo por Rufini resulta:

o=

B l=(x+1)(E—x+1)

El trinomiox? — x+ 1 tiene discriminante negativo, por lo que no tiene raicalese es decir, su grafica
no corta al eje de abscisas, y es siempre posit®e,x+ 1> 0 para todx € R. Tenemos que:

h(x) = (x—0a)(x—B)(x+ 1)(x2—x+ 1) > 0<= p(x) = (x—0a)(x—B)(x+1) > 0.

Como—1< a < f3, deducimos que:

x< -1 = p(x) < 0 porque es producto de tres nimeros negativos.
—l<x<ao = p(x)>0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
a<x<B = p(x) <0 porque es producto de dos nimeros negativos y uno positivo.
B<x = p(x) >0 porque es producto de tres nimeros positivos.
Concluimos que la desigualdad del enunciado es cierta jpéoeesg dex en] — 1, a[U]B, +oo]. ©

1se entiende que solamente consideramos raices reales.
2Esto es consecuencia del teorema de Bolzano.
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Ejercicios de Analisis Funcional 2

Comentario. No es buena estrategia en este tipo de ejercicios estudiaeparado los intervalos en
donde el numerador o el denominador son siempre positiiespse negativos. Esa forma de proceder
complica innecesariamente las cosas.

El signo dep(x) = (x—a)(x— B)(x+ 1) en cada intervalo puede estudiarse de muchas formas.
Podemos evalugx(x) en un punto de cada intervalo (es la forma mas larga y queaemias célculos).
También podemos observar gpé&) es un polinomio con coeficiente lider positivo, por lo queapar
valores dex positivos y muy grandes sepéx) > 0, lo que nos dice que paxa> 3 esp(x) > 0. Ahora,
como las raices dg(x) son simples, se produce un cambio de signo en cada una dg etis&emos a
obtener el mismo resultado anterior.

Es conveniente simplificar siempre que sea posible. Porpdgersi no simplificas la expresion

O(747¢2_4

raices.

no podras comparar facilmentecon —1, y necesitas poderlo hacer para ordenar las

Vuelvo a recordar que no debéis usar decimales.

Este ejercicio lo habéis hecho bien casi todos.

2. Calcula el dominio natural de definicion de la funcifiix) = \/Iog (|x—6[(1+|x—3))).

Demostracién ElI dominio natural de definicién de una funcién que vieneadpdr medio de una
expresionf (x) es el conjunto mas grande de nimeros reales donde dichaiéxptiene sentido como
namero real. En nuestro caso sera el conjunto:

D= {xeR:log(|x—6|(1+|x—3|)) =0} = {XeR : |[x—6|(1+ [x—3|) > 1}.

Para estudiar la desigualdxd- 6/(1+|x— 3|) > 1, lo que vamos a hacer es quitar los valores absolutos
y para ello consideraremos guesea mayor 0 menor que 3 y mayor o menor que 6. Tenemos asi las
siguientes posibilidades:

° Caso en qu& < 3. Tenemos que:
IX—6|(14[x—3) > 1<= (6—x)(1+3—x) > 1= x*—10x+23> 0.

Las raices de&® — 10x+23= 0 sona=5—1/2,b = 5+ /2. Tenemos qug? — 10x+ 23> 0 cuando
seax < a0 x > b. Como estamos considerando qu€ 3, no puede sex > by la condiciénx < a se
cumple porque X a. Concluimos que la desigualdad estudiada es ciertaxpara.

. Caso en que X x < 6. Tenemos que:
X—6](1+[x—3]) > 1= (6—x)(1+x—3)>1 <= x*—8x+13<0.

Las raices d&® — 8x+13= 0 sonc = 4—+/3,d = 4+ /3. Tenemos que’ — 8x+ 13 < 0 cuando €
[c,d]. Como estamos considerando que [3,6], ambas condiciones se cumplenxsi [c,d] N [3,6] =
[3,d], donde hemos tenido en cuenta gue 3 < d < 6. Concluimos que la desigualdad estudiada es
cierta para X x < 4+ /3.

3En tu casa, si no simplificas no pasa nada porque tienes a@dral pero en un examen puede que no la tengas.
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o Caso en que & x. Tenemos que:
X—6](1+[x—3]) > 1= (x—6)(1+x—3)>1<=x*—8x+11>0.

Las raices d&? — 8x+11= 0 sonu=4—+/5,d = 4+ +/5. Tenemos qu&® — 8x+ 13> 0 cuando
X< uoXx2v. Como estamos considerando que 6, y tenemos qua < 6 < v, no puede sex < u.
Concluimos que la desigualdad estudiada es ciertaxparé+ /5.

Del estudio anterior se deduce que:
D= {xeR:|[x—6|(1+[x—3)) > 1} =] — 00,44 /3| U[4+ V5, +o0].

®)

Comentario. El fallo principal en este ejercicio ha sido considerar dumeinio natural es el conjunto
{xeR:[x—6[|(1+|x—3|) > 0}.

Esto no es correcto porque los logaritmos de las numerosiateefalo]0, 1] son negativos y su raiz
cuadrada no esta definida &n Pero, siendo este despiste comprensible, ya no lo es tandanse
cuenta de que la desigualdad- 6/(1+ |[x— 3|) > 0 es, evidentemente, cierta para tagé 6. Algunos
dedicais una pagina para probarlo, son ganas de trabajar.

Hay otras formas mas directas de estudiar la desigualdealcpEn que la que he seguido es la que
todos debiais conocer porque hemos hecho ejemplos pasemiddase y en mis apuntes también hay
ejemplos similares.

Algunos entienden que la expresititominio natural” se refiere al conjunto de los nimeros natu-
rales. Ese disparate es debido a que no han leido la definicion

Un error en este ejercicio es consecuencia de que algunes gt sia>0yb>1yab> 1,
entonces debe sar> 1. Basta pensarlo diez segundo para darse cuenta de quaapaiequé ser asi.

jAlgunos afirman que el dominio de la funcién es el conjunttieia

3. Prueba que la funcior : [1/2, +oo[— R dada porf (x) = x? — x+ 1 para todox > 1/2, es estricta-
mente creciente. Calcula la funcion inversafde

Solucion.Para probar que la funcién es estrictamente creciente dupmios que 12 < x < yy proba-
remos quef (x) < f(y). Tenemos que:

fly)—f(X)=y?—y+1—(x2—x+1) =y —x%— (y—x) = (y—X)(y+x—1) > 0.

Donde hemos usado qye- x > 0 (por hipdtesis) y que, al sef2< x <y, se tiene que+y—1> 0.
Hemos probado qué es estrictamente creciente (y por tanto es inyectiva). acalar su inversa
debemos tomar un valgren la imagen dé y calcular el tnico valor de > 1/2 tal quefx) =y. Como
f(1/2) =3/4,y f es estrictamente creciente su imagen es el intef@ah +o[. Sea, puesy > 3/4.
Calculemoscde forma quef (x) = y y no olvidemos que debe seg= 1/2. Tenemos que:
1+/1-4(1-y) 1 /4y—3

_ 2 _ _y— _ _ =
f(X) =y<=Xx"—x+1-y=0<=X 5 zi 2
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Es obligado elegir la solucion dada por:

1 4y-—-3
x= 174y =5+ Y0

Observa que, al sgr> 3/4, se tiene queyt- 3 > 0 por lo que esta definida la raiz cuadrada. ©

Comentario. Para mi sorpresa este ejercicio, que me parece facil, cdis lseha hecho completamen-
te bien. Muchos uséis derivadas para probar la monotondae&satar moscas a cafionazos. En las
relaciones de ejercicios se supone que deben usarse lamiertas que se han visto en la correspon-
diente teoria. Si tienes dudas respecto de lo que puede®usajor es que me lo preguntes. Lo que
me interesa en la primera parte de este ejercicio es quédsatmn desigualdades para probar la mono-
tonia. Claro est4, si usas derivadas lo que haces es copentano es eso lo que quiero evaluar. En la
segunda parte me llama la atencién que para resolver laiéoutesegundo gradd — x+1—y =0,
donde la incégnita esporquey se supone conocido, lo hacéis completando un cuadrado:

X —x4+1-y=(x—1/2)?—y+3/4=0+<= (x—1/2)2=y—3/4<—=|x—1/2| = \/y—3/4

Como debe sex > 1/2, resultax— 1/2 = /y— 3/4, que es la misma solucién anterior. La verdad es
gue, ese proceso de completar un cuadrado es el que se hacesuéver la ecuacion de segundo grado
y obtener la famosa férmula que proporciona sus raices, Bera practica, casi nunca se hace asi,
aplicamos la conocida formulay ya esta. Dicho sea de pasare@sola excepcion, todos afirmais que
V/(x—1/2)2 =x—1/2. Eso es cierto solamentexs 1/2.

Insisto en algo dicho en clase: nunca hay que olvidar el cbojdonde se considera definida una
funcion.

Vuelvo a llamar la atencidn sobre un error demasiado freewgre consiste en confundir la funcién
inversaf —* con 1/f.

Hay quien afirma qué tiene .. jdos funciones inversas!

Hay quien asegura gufeno tiene inversa, como si la pregunta que hago fuera enga¥fmsabéis
lo que opino al respecto.

Las expresiones como “se puede comprobar”, “se ve”, “esd@que” deben evitarse.

4. Dado un numero enterue Z, justifica que la funciorf : [nmi— 1/2, nmi+ 11/2] — R dada porf (x) =
serx, es inyectiva y expresa la inversa fipor medio de la funcidn arcoseno. Representa graficamente
la funcidnh(x) = arc seffiserx) parax € [—3m— 11/2, 311+ 11/2].

Solucién.Debemos probar que sjy € [nT1— T1/2, nTi+ 11/ 2] conx # y, entonced (x) # f(y), es decir,
serx # sery. Lo que podemos usar en este ejercicio son las propiedaddsequos visto en clase de la
funcién seno. Sabemos que la funcion seno es estrictanrecierte er—11/2,7/2]. La idea consiste
en deshacer la traslacion del intervalo: los pustesitt, y — nttestan en el intervalp-1t/2,11/2] y son
distintos por sex # Yy, luego se tiene que:

sen(x— nm) # serly — nm) <= (—1)"sernx # (—1)"sery <= f(x) = serx # sery = f(y).
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Hemos probado asi gqufees inyectiva. Pero, realmente, hemos probado algo mas @bemos visto
que six € [nTT— 11/2, N1+ 1/ 2] entoncex — nit e [—11/2,1/2] y ser(x— nm) = (—1)"serx. Luego, si

n es par resulta, por definicién de la funcién arcoseno, quseafgerx) = X — nTt. Sin es impar se
tiene que arcsererx) = nit— x. Hemos obtenido que sies par se verifica que= arcsefif(x)) +
nTt para todox € [nTt— 1/2, N1+ 11/2], lo que nos dice que la funcién inversa fleviene dada por
f~1(y) = arcsery + nrtpara todoy € [—1,1] (es inmediato que la imagen dees el intervald—1, 1]).
Anélogamente, si es impar se verifica que= —arcseliff(x)) + nm, lo que nos dice que la funcién
inversa def viene dada pof ~%(y) = —arcsery+ nmtpara todoy € [—1,1].

Para representar graficamente la fundix) = arc sefiserx) parax € [—3m— 11/2, 311+ 11/2], USa-
remos lo antes visto:

X—NT, sinespar

X € [nT—Tt/2, N+ T/ 2] = arc sefiserx) = { nT_x, sinesimpar

Se obtiene asi la siguiente grafica.
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Comentario. En este ejercicio casi todos veis lo que pasa pero no salgssaxlo. Lo que no entiendo

es que se afirme que la funcién inversafdes la funcién arcoseno. Eso solamente es cierto cuando
n = 0 porque la funcidn arcoseno toma valores en el interfrai/2, 11/2]. Peor todavia es afirmar
que arcsefserx) = x para todox € [3rt— 11/2, 3114 11/2] cuando en la representacion grafica se ve
claramente que eso no es cierto.

5. Justifica, usando las propiedades de la funcion exponegarla funciorh: R — R dada para todo
—X

e — . . .
xeR porh(x) = , es estrictamente creciente. Calcula la funcion inverda de

Solucién. Debemos probar que si< y entonces(x) < h(y). Como la funcién exponencial es estric-
tamente creciente, se verifica qieee’ y Y < e *. Deducimos que:

2(h(y) —h(x)) =&’ —&+e*—e ¥ > 0.
Para calcular la inversa, dagig R debemos calculacpor la condicion de quie(x) =y. Tenemos que:
h(x) =y <= & —2ye~1=0<= & =y+ /1 +y2 <= x=log(y+ v/1+?).

Donde hemos heche = €, y tenido en cuenta que debe elegirse la solucién positida deuacion
w? — 2yw— 1 = 0. Por tanto la funcion inversa esta definida en toda la rethy viene dada por

f=1(y) =log (y+ v/1+Y?) paratodoyeR. ©
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Comentario. Pese a la indicacion dada en el enunciado, os cuesta trabagr@lgo tan sencillo como
el crecimiento estricto de la funcion. El célculo de la imzese hizo en clase por lo que todos deberiais
de haberlo hecho bien.

Alguno trata de probar jpor induccién! que la funcién esietstmente creciente. El principio de
induccion solamente puede aplicarse a propiedades quadiapde los nimeros naturales.

Algunos creen que al numero reale sigue el nUmera+ 1. Quien piense asi ho podra entender
nada de los nameros reales. Entre dos nimeros reales sibmpiefinitos nimeros reales; no hay
ninglin nimero real que siga@orque sk < y entrex ey sigue habiendo infinitos nimeros

4Un infinito mucho més grande que el infinito de los nimerosrakis. Quien tenga curiosidad por estos temas que lea el
capitulo 5 de mi libro de Calculo Diferencial e Integral ders tratan los aspectos matematicos vy filosoficos del infinito
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